Моделювання процесу кавітаційного оброблення водного середовища з використанням методу Брандона by Znak, Zenoviy & Sukhatskiy, Yuriy
Энергосберегающие технологии и оборудование
© З. О. Знак, Ю. В. Сухацький, 2016
1. Вступ
Раціональне використання енергоресурсів є пріо-
ритетним напрямом в енергетичних стратегіях розвит-
ку країн ЄС та світу. Істотне зменшення запасів нафти 
та природного газу як основних теплоносіїв зумовлює 
цілеспрямований пошук нових енерго- та ресурсо-
ощадних технологій. З кожним роком у структурі 
світового енергозабезпечення зростає частка нетради-
ційних та відновлювальних джерел енергії (біопалива, 
енергії сонця, вітру, води, геотермальної енергії тощо). 
Так, у 2013-у році відновлювальні джерела енергії 
забезпечували близько 19 % енергоспоживання у сві-
ті [1]. Не оминула така тенденція й різні галузі про-
мисловості – хімічну, металургію, машинобудування, 
харчову тощо. 
Яскравим прикладом реалізації принципу енергоо-
щадності є кавітаційне оброблення рідкофазних гомо-
генних і гетерогенних середовищ (води [2], побутових 
та промислових стічних вод і рідких відходів [3, 4], 
нафтових фракцій [5], водовугільних сумішей [6]).
Під час кавітації утворюються кавітаційні буль-
башки, колапс яких спричиняє значні локальні ім-
пульсні підвищення тиску й температури і, відповідно, 
нагрівання усього об’єму оброблюваного середовища. 
Крім того, відбувається соноліз води, тобто її розкла-
дання з виділенням реакційноздатних частинок – ра-
дикалів [7]. Ці ефекти суттєво інтенсифікують різ-
номанітні процеси – диспергування, гомогенізацію, 
хімічну взаємодію, знезараження тощо.
Ефективність кавітаційного оброблення рідкофаз-
них середовищ залежить від інтенсивності сплеску-
вання кавітаційних бульбашок, яку можна оцінити за 
величиною теплової енергії, що виділяється внаслідок 
кавітації. Тому актуальними є дослідження, спрямова-
ні на встановлення оптимального режиму роботи гене-
раторів кавітації, за якого величина виділеної теплової 
енергії буде максимальною.
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми
Для генерування кавітації застосовують ультразву-
кові (УЗ) та гідродинамічні пристрої [8]. Зважаючи на 
низку недоліків УЗ-генераторів кавітації (нерівномір-
ність оброблення середовища, значні питомі енерго-
витрати, високу ймовірність ерозії робочих елементів) 
[9], область їх використання обмежена лабораторними 
дослідженнями. Гідродинамічні кавітатори позбав-
лені таких недоліків. Тому сфера їх застосування, 
порівняно з УЗ-апаратами, розширюється – вони за-
безпечують рівномірне високопродуктивне кавітацій-
не оброблення середовищ й об’єктів у різних галузях 
промисловості.
Найважливішими характеристиками кавітаційних 
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рення, розвиток кавітаційної зони та її підтримання 
на певному рівні; питомі енерговитрати; величина 
теплової енергії, що виділяється під час кавітації. 
Енергетичні характеристики кавітаційного оброблен-
ня зазвичай визначаються елементами конструкції ге-
нераторів кавітації: формою кавітувальних елементів 
[10, 11], їх розмірами (діаметром) [12, 13], кількістю, 
просторовим розташуванням тощо. Так, у насадку 
Вентурі для розвитку і підтримання зони кавітації ви-
користовується до 43 % енергії потоку, у конфузорно- 
дифузорному насадку вкороченого типу – до 62 %, а у 
повнорозмірному конфузорно-дифузорному – від 62 до 
89 % [14]. Застосування кавітаторів із соплами Вентурі 
з камерою розширення для синтезу метилових естерів 
жирних кислот дало змогу досягнути 95 %-го виходу 
продукту реакції за величини питомих енерговитрат 
3,9 МДж/м3 [15]. У праці [16] наведено оптималь-
ні конструктивні параметри кавітаційних вихрових 
теплогенераторів, у яких здійснюють пастеризацію 
розсолів на виробництвах молочних продуктів. Для 
забезпечення необхідних різниці температур на вході 
і виході кавітатора (Δt=2,3 K) за кратності циркуля-
ції, що дорівнює 1, та теплопродуктивності за рідкою 
фазою (Q=42,1 МДж/год) використовують вихрові те-
плогенератори з шириною вхідного сопла 0,063 м, ді-
аметром діафрагми 0,04 м та довжиною циліндричної 
вихрової труби 0,8 м.
Вищезазначене переконливо свідчить, що для забез-
печення високої ефективності кавітаційного оброблен-
ня рідкофазних середовищ необхідно проаналізувати 
вплив конструктивних параметрів гідродинамічних 
кавітаторів на енергетичні характеристики процесу, 
зокрема на величину теплової енергії, що виділяється 
внаслідок кавітації. Як правило, дослідження обме-
жувались вивченням впливу лише одного з конструк-
тивних параметрів кавітувальних елементів (форми, 
діаметра тощо) на енергетичні характеристики кавіта-
ційного оброблення, тоді як важливе значення мають 
комплексні дослідження сумісного впливу декількох 
параметрів. Вони дають змогу отримати поліфункційну 
залежність величини теплової енергії, що виділяється 
внаслідок кавітації, від конструктивних і технологічних 
параметрів. Це, в свою чергу, розширює можливості 
кавітаторів для цілеспрямованого регулювання ефек-
тивності оброблення рідкофазних середовищ.
3. Мета і завдання досліджень
Мета роботи полягала у визначенні оптимальних 
конструктивних параметрів кавітувальних елементів 
(їх кількості, діаметра та просторового розташуван-
ня), за яких реалізується найефективніший режим 
кавітаційного оброблення водного середовища.
Для досягнення поставленої мети необхідно вирі-
шити такі завдання:
– на основі результатів експериментальних дослі-
джень побудувати 4-факторну математичну модель, 
яка б пов’язувала величину теплової енергії з техноло-
гічним (тиск на вході у кавітатор) та конструктивними 
(діаметр сопла, кількість сопел, кут атаки струменів) 
параметрами; 
– перевірити адекватність побудованої моделі та її 
точність;
– проаналізувати графічну інтерпретацію розро-
бленої моделі процесу кавітаційного оброблення вод-
ного середовища; 
– визначити вплив введення незначних кількостей 
повітря у водне середовище на інтенсивність розвитку 
кавітаційних явищ та супутнього їм ефекту флотації.
4. Матеріали і методи досліджень процесу 
кавітаційного оброблення водного середовища
4. 1. Матеріали і методи дослідження впливу змі-
ни технологічного (тиск на вході у кавітатор) та кон-
структивних (діаметр сопла, кількість сопел, кут атаки 
струменів) параметрів на величину теплової енергії, що 
виділяється внаслідок кавітації
Генерування кавітаційних полів здійснювали за до-
помогою гідродинамічного струменевого кавітатора з 
системою змінних сопел різного діаметра, кут між яки-
ми регулювали за допомогою шарнірного механізму. 
Тиск на вході у кавітатор у межах 0,36…0,60 МПа регу-
лювали байпасом. Потужність приводу насоса струме-
невого кавітатора становила 1,1 кВт. Величину теплової 
енергії, що виділялась внаслідок кавітації, визначали 
калориметричним методом [9]. Для цього впродовж 
досліджень вимірювали температуру води на вході й ви-
ході з кавітатора, а також її витрату в циркуляційному 
контурі. Температура вихідної води – 291±1 К, трива-
лість кавітаційного оброблення води – 30 хв.
Розвиток і перебіг кавітаційних явищ, збуджених 
за різних умов досліджень, оцінювали також за мето-
дом сонохімічного аналізу, що передбачає отримання та 
опрацювання за допомогою ПК характеристик акустич-
ного сигналу, генерованого кавітаційним полем. Сигнал 
фіксували сферичним гідрофоном типу 8105, комуто-
ваним з ПК. Робочий діапазон частот такого гідрофона 
знаходиться в межах 0,1 Гц…160 кГц, а чутливість у ре-
жимі прийому звуку становить –205 (дБ відн. 1 В)/мкПа. 
Графічне представлення розвитку кавітаційних полів 
здійснювали у середовищі для редагування аудіофайлів 
Adobe Audition 1.5.
4. 2. Метод побудови математичної моделі процесу 
кавітаційного оброблення водного середовища
Оптимізацію конструкції кавітатора здійснювали 
на основі аналізу 4-факторної математичної моделі, 
яка пов’язує величину теплової енергії, що виділяється 
внаслідок кавітації, з технологічним (тиск на вході у ка-
вітатор) та конструктивними (діаметр сопла, кількість 
сопел, кут атаки струменів) параметрами. Оскільки 
побудова рівнянь багатофакторної нелінійної регресії 
за допомогою аналітичних методів у більшості випадків 
неможлива, тому використано емпіричні методи, які да-
ють адекватні результати. У цій роботі застосовано ме-
тод Брандона – метод послідовного виключення впливу 
незалежних змінних [17, 18], який дає змогу отримувати 
мультиплікативні моделі вигляду:
N
i i1 2 n 0
i 1
y(x ,x ,...,x ) b ( ),f x
=
= ∏   (1)
де b0 – коефіцієнт моделі; i if (x ) – довільна одномірна 
функція; N – кількість вхідних факторів, i 1,N= .
На точність моделі впливає порядок розташування 
незалежних вхідних змінних ix  та відповідних i if (x ). 
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Для визначення номера індексу змінних будували графі-
ки кожної i if (x )  як функції однієї змінної й отримували 
емпіричні лінії регресії. Апроксимацію багатофакторної 
функції починали з тієї змінної, для якої розбіжності між 
експериментальними даними та розрахованими за отри-
маним рівнянням регресії були мінімальними.
Коефіцієнт моделі 0b  дорівнює середньому арифме-
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= ∑   (2)
Для визначення множника 1 1f (x )  обчислювали ви-
бірку нової фіктивної вихідної змінної y1ф:
y1ф i 0y / b ,=  (3)
де i 1,N.=
У середовищі MS Excel будували графічну залеж-
ність y1ф=f(x1) і вибирали тип рівняння регресії, для 
якого величина достовірності апроксимації 2(R ) була 
максимальною. Отримане рівняння входило до складу 
математичної моделі як множник 1 1f (x ).
На основі множника 1 1f (x ) обчислювали вибірку 
наступної фіктивної вихідної змінної y2ф, будували 
графічну залежність y2ф=f(x2) і вибирали тип рівняння 
регресії, для якого значення 2R  було максимальним. 
Отримане рівняння входило до складу математичної 
моделі як множник 2 2f (x ). Аналогічно визначали ана-
літичний вигляд множників 3 3f (x )  і 4 4f (x ).
Для n-факторної моделі кількість фіктивних змін-
них становитиме n. Вибірку вихідної фіктивної змін-
ної ynф обчислювали за рівнянням:
                       
ф                    фn (n 1) n 1 n 1y y / f (x ).− − −   (4)
Змінна 1x  відповідала тиску на вході у кавітатор, 
2x  – діаметру сопла, 3x  – кількості сопел, 4x  – куту атаки 
струменів. Інтервали варіювання параметрів станови-
ли для: тиску на вході у кавітатор – 0,12 МПа; діаметра 
сопла – 0,6 мм; кількості сопел – 2 сопла; кута атаки 
струменів – 72 град. Області варіювання параметрів для: 
тиску – 0,36…0,6 МПа; діаметра сопла – 1…2,2 мм; кілько-
сті сопел – 3…7; кута атаки струменів – 36…180 град.
Адекватність отриманого регресійного рівняння 
перевіряли за критерієм Фішера [19]:
2 2
зал вF S / S ,=   (5)
де 2залS  – залишкова дисперсія; 
2
вS  – дисперсія відтво-
рюваності. 
Залишкова дисперсія визначає розсіювання експери-
ментальних даних відносно рівняння регресії, дисперсія 
відтворюваності – величину випадкової похибки.





S (y y ) / (N (m 1)),
=
 
= − − +  ∑   (6)
де експy  – експериментальне значення шуканої величини; 
розрy  – значення шуканої величини, розраховане за отри-
маним регресійним рівнянням; 1N (m 1) f− + =  – число 
степенів свободи, визначається як різниця кількості 
дослідних точок N  і числа факторів m, які оцінені за 
такими точками.
Значення дисперсії відтворюваності знаходили на 
стадії попереднього аналізу експериментальних да-





S (y y ) / (N 1),
=
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  (7)
де сер.арифмy  – середнє арифметичне експериментальних 
значень шуканої величини; 2N 1 f− =  – число степенів 
свободи.
Визначене за формулою (5) розрахункове значення 
критерію Фішера порівнювали з табличним для ви-
браного рівня значущості α  і степенів свободи f1 і 2f . 
Якщо ТF F< , то отримане рівняння регресії адекватно 
відтворює результати експерименту.
Як критерії точності апроксимації часто використо-
вують коефіцієнт детермінації та середню відносну 
































ε = ⋅∑   (9)
Чим ближче значення коефіцієнта детермінації до 1, 
а середньої відносної похибки – до 0 %, тим точнішою є 
математична модель. 
5. Результати оптимізації конструкції  
струменевого кавітатора
Шукана математична модель для оптимізації кон-
струкції кавітатора має такий загальний вигляд:
E(P, d, n, β) сер.арифм 1 2 3 4E(P,d, ) E f (P) f (d) f (n) f ( ),= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ β   (10)
де E(P, d, n, β) – величина теплової енергії, що виді-
ляється внаслідок кавітації (залежить від 4-ох фак-
торів: P, d, n, β), МДж; сер.арифмE  – середнє арифметич-
не значень теплової енергії вибірки обсягом N, МДж; 
P – тиск на вході у кавітатор, МПа; d – діаметр сопла, 
мм; n  – кількість сопел, штук; β – кут атаки струме-
нів, град; 1 2 3 4f (P),f (d),f (n),f ( )β  – одномірні функції, які 
залежать відповідно від P, d, n, β.





9 4 7 3 5 2
E(P, d, n, ) 1,722 (1,562P )
(4,969d 32,294d 76,133d 76,926d 29,08)
( 0,009n 0,206n 1,597n 5,353n 5,494)
( 10 3 10 2 10 0,979).− − −
β = ⋅ ×
× − + − + ×
× − + − + − ×
× − β + ⋅ β − ⋅ β +
 
(11)
Діаграма залежності E=f(P, d, n, β), розрахованої 
за рівнянням (11) на підставі отриманих експеримен-
тальних результатів, наведена на рис. 1.
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Рис. 1. Діаграма залежності E=f (P, d, n, β), розрахована 
за методом Брандона
Параметри, від яких залежить величина теплової 
енергії, змінювали 5 разів, тому обсяг вибірки N стано-
вив 54=625 комбінацій.
Адекватність отриманого рівняння регресії (11) пе-
ревіряли за критерієм Фішера. Обчислювали значення 
залишкової дисперсії та дисперсії відтворюваності:
2
залS 9,554 / (625 (4 1)) 0,015,= − + =   (12)
2
вS 45,924 / (625 1) 0,074.= − =   (13)
Розрахункове значення критерію Фішера:
F 0,015 / 0,074 0,203.= =   (14)
Точність математичної моделі оцінювали за допо-
могою двох критеріїв – коефіцієнта детермінації та 
середньої відносної похибки апроксимації:
2R 1 9,554 / 45,924 0,792,= − =   (15)
сер.відн (1/ 625) 36,589 100 % 5,85 %.ε = ⋅ ⋅ =  (16)
Під час дослідження процесу кавітації у гетеро-
генній системі «вода – тверді дисперсні частинки» 
було виявлено ефект флотації цих частинок. Як ві-
домо, розчинені гази, за їх незначного вмісту у рідкій 
фазі, відіграють роль зародків кавітації. Тому з метою 
інтенсифікації кавітаційних явищ та супутнього їм 
ефекту флотації у рідкофазні середовища перед каві-
татором вводили незначні кількості повітря – 0,5…3 % 
по відношенню до об’єму оброблюваного середовища. 
Залежність теплової енергії (E, МДж), що виділяється 
внаслідок кавітації, від вмісту повітря, введеного у 
водне середовище (С, % об.), наведено на рис. 2.
Результати сонохімічного аналізу процесу кавіта-
ційного оброблення за введення у водне середовище 
незначних кількостей повітря та без нього наведено у 
табл. 1. Амплітуду звукового тиску (у дБ) виражали 
відносно базової величини – В/мкПа.
Рис. 2. Залежність теплової енергії (E, МДж) від вмісту 
введеного у водне середовище повітря (C, % об.)
Таблиця 1
Результати сонохімічного аналізу розвитку  
кавітаційних полів




звукового тиску,  







Для 5-ти сопел діаметром 1,6 мм за тиску 0,57 МПа 
і кута атаки струменів 150 градусів введення повітря 
у кількості 2 % по відношенню до об’єму середовища 
дає змогу підтримувати амплітуду звукового тиску 
впродовж усього процесу оброблення на рівні –11 дБ. 
У той же час за ідентичних параметрів кавітаційного 
оброблення без введення повітря у систему амплітуда 
звукового тиску була меншою на 18 %, тобто кавітація 
затухала.
6. Обговорення результатів оптимізації  
конструкції струменевого кавітатора  
з використанням методу Брандона
З рис. 1 видно, що оптимальні умови для здійснення 
процесу кавітаційного оброблення рідкофазних серед-
овищ знаходяться в площині значень тиску на вході у 
кавітатор – 0,54…0,6 МПа, діаметра сопла – 1,6 мм, кіль-
кості сопел – 4…5, кута атаки струменів – 144…180 град. 
За таких умов величина теплової енергії, що виділяєть-
ся внаслідок кавітації, є більшою 2,5 МДж. Враховуючи 
збільшення ймовірності ерозії кавітувальних елементів 
(сопел) за наближення величини кута атаки струменів 
до 180 град, вважали за доцільне обмежити область зна-
чень кута атаки у діапазоні – 144…170 град.
Табличне значення критерію Фішера для вибрано-
го рівня значущості 0,05α =  і чисел ступенів свободи 
1f 620=  і 2f 624=  становить 1,51 [22]. ТF F 0,203 1,51< = <  – 
отже, рівняння регресії (11) адекватно відтворює ре-
зультати експерименту.
Розраховані значення коефіцієнта детермінації 
2(R 0,792)=  та середньої відносної похибки апроксима-
ції (eсер.відн=5,85 %) свідчать про досить високу точність 
 
 
Энергосберегающие технологии и оборудование
математичної моделі, що описує таке складне явище 
як кавітація.
Як видно з рис. 2, залежність теплової енергії від 
вмісту повітря, введеного у водне середовище, має 
екстремальний характер. У діапазоні кількостей по-
вітря 0…0,5 % щодо об’єму води спостерігали істотне 
зменшення величини теплової енергії на 0,606 МДж 
(від 2,539 до 1,933 МДж), тобто на 24 %. Це, ймовірно, 
зумовлено накопиченням у водному середовищі дріб-
них бульбашок з «великою тривалістю життя», що 
не сплескуються [21], й відповідно формуванням ре-
жиму «виродженої кавітації». Подальше збільшення 
вмісту повітря у водному середовищі (від 0,5 до 2 %) 
призводить до зменшення віддалі між бульбашками 
та, як наслідок, їх коалесценції. Внаслідок флуктуа-
цій тиску та наявності турбулентних потоків у каві-
таторі зростає ймовірність диспергування утворених 
бульбашок з подальшим їх сплескуванням, про що 
й свідчить приріст величини теплової енергії, що 
становить 0,31 МДж. При цьому у кавітаторі форму-
ється область, яка характеризується наявністю ви-
сокодисперсних бульбашок. Саме вони забезпечують 
ефективну флотацію дисперсних твердих частинок. 
Хоча за вмісту повітря близько 2 % кількість енергії, 
що виділяється, є дещо меншою (на 11,7 %), ніж за від-
сутності повітря, формування «флотаційного» шару 
(його висота, дисперсність бульбашок, газонаповне-
ність тощо) є значно інтенсивнішим. Подальше збіль-
шення вмісту повітря у водному середовищі до 3 % 
призводить до зменшення величини теплової енергії 
на 0,232 МДж (від 2,243 до 2,011 МДж), що можна по-
яснити переходом кавітації у «вироджений режим». 
У цьому разі зі зростанням вмісту повітря у водній 
фазі розміри бульбашок газової фази збільшуються, 
внаслідок чого ймовірність їх колапсу зменшується. 
Екстремум на кривій (2,243±0,011 МДж), що відпо-
відає кількості повітря 2±0,25 % щодо об’єму води, 
відображає найсприятливіші умови для сумісної реа-
лізації кавітаційного оброблення рідкофазних серед-
овищ та флотаційного вилучення дисперсної твердої 
фази як послідовних стадій кавітаційно-флотаційної 
технології розділення гетерогенних середовищ [9]. 
Про доцільність введення повітря у водне середовище 
свідчать також і дані сонохімічного аналізу.
7. Висновки
У результаті виконаних досліджень:
1) побудовано 4-факторну мультиплікативну ма-
тематичну модель процесу кавітаційного оброблення 
водного середовища, яка виражає залежність величини 
теплової енергії від технологічного (тиск на вході у ка-
вітатор) та конструктивних (діаметр сопла, кількість 
сопел, кут атаки струменів) параметрів – рівняння (11);
2) підтверджено за критерієм Фішера Т(F F 0,203 1,51)< = < 
Т(F F 0,203 1,51)< = < адекватність отриманого рівняння ре-
гресії. Точність моделі оцінено за величинами коефі-
цієнта детермінації 2(R 0,792)=  та середньої відносної 
похибки апроксимації сер.відн( 5,85%)ε = ;
3) на підставі результатів аналізу 4-факторної 
мультиплікативної математичної моделі встановлено 
оптимальні умови для здійснення процесу кавітаці-
йного оброблення рідкофазних середовищ: значення 
тиску на вході у кавітатор – 0,54…0,6 МПа, діаметра 
сопла – 1,6 мм, кількість сопел – 4…5, кут атаки стру-
менів – 144…170 град;
4) встановлено, що за вмісту повітря 2± 0,25 % по 
відношенню до об’єму водного середовища формуван-
ня «флотаційного» шару (його висота, дисперсність 
бульбашок, газонаповненість тощо) є значно інтенсив-
нішим, ніж за відсутності повітря.
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